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1 Einleitung

Ein Tel des Unterrichts der letzten Schuljahre war, durch analytische Verfahren de
Nullstellen einer Funktion zu bestimmen. Dadurch, dass Gleichungen auf die Form

g(x):O gebracht wurden, konrte héufig mit geringem Aufwand de Lésungsmenge
bestimmt werden, besonders dann, wenn g(x) eine ganzrationale Funktion ks vierten

Grades war, dafir solche Gleichungen all gemeine Losungsformeln existieren.

Existiert eine solche Losungsformel hingegen nicht, ist es oft relativ aufwendig, eine
Nullstelle genau zu bestimmen. Auch méchte man oft, wenn man erfahrt, dass eine
Losung einer Gleichung eine irrationale Zahl ist, eine Naherung dieser wissen, wozu
man dese dann etwa von einem Taschenrechner bestimmen lassen kann, denn ein
ungeféhrer Wert ergibt sich aus der Losung der Gleichung nicht. (Die Losungen der

Gleichung x> - 2=0sindz.B. ¥/2und — /2. v/2 ist ungefshr 1.414)

Ein vdli g anderer Ansatz zur Bestimmung von Null stellen ist das der ndherungsweisen
Bestimmung. Dabel wird de Lésung nicht durch analytisches Vorgehen gefunden,
sondern iterativ, d.h. duch de wiederhdte Anwendurg genau festgelegter
Arbets<hritte. In der vorliegenden Fadharbeit sollen einige dieser Verfahren vargestellt
und hinsichtlich ihrer Effizienz verglichen werden. Auf¥erdem soll noch eine praktische

Anwendurgsmadgli chkeit gezeigt werden: Die Bestimmung der n-ten Wurzel.

2 Nullstellensatz
(vgl. Anaysisll., S. 216

Um ein nBherungsweises Verfahren zur Null stellenbestimmung sinnvdl anwenden zu

koénren, sollte man sich zuerst vergewissern, dassdie Funktion, deren Null stellen man
zu finden versucht, Uberhaupt welche besitzt. AufRerdem ist es hilfreich zu wissen, in
welchem Bereich des Definiti onsbereiches der Funktion sich dese befinden.

Der Nullstell ensatz besagt nunt Wenn eine Funktion g in einem Intervall [a;b] stetig
ist und a und b verschiedene Vorzeichen haben, so het diese Funktionin dem Intervall
mindestens eine Null stell e, es gibt mindestens ein x. D[a; b]: g(x.)=0.

Der Beweis dieser Aussage eafolgt nun duch de Konstruktion einer
Intervall schadhtelung durch Intervallhalbierung: Es =i J, das Intervall [a; b],
sgn(a)# sgr(b) und de redle Zahl m, der Mittelwert der oberen und ureren Grenze
jenes Intervalls (also von a und b). Wenn nun g(ml)i 0 (sonst wére die Losung ja
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bereits gefunden) ist das Intervall J, nun [a;m,], wenn a und m, verschiedener
Vorzeichen sind; andernfalls — also wenn m, und b verschiedener Vorzeichen sind —ist
J, [m;b]. Nunist m, die Mittevon J,, J, wiederum die Halfte von J,, in der die
linke bzw. die redite Grenze und m, verschiedene Vorzeichen besitzen, usw. Das
Zentrum dieser Intervall schachtelung ist eine redle Zahl x., m konwergiert gegen dese

Zahl. Es muss g(x.)=0 sein, & &

sonst wegen lim g(x)=g(x.) ene

Umgebung x. geben misde, in der

g(x) dasslbe Vorzeichen wie f(x.)
hat, was aufgrund der Konstruktion der

3, Intervall schachtelung  unmaoglich st
3,
I, (Vollstandigkeit von R).
% Ist eine Funkiion in dem Intervall

[a; b] nicht stetig, so kann es durchaus in, dassin desem auch bei Erfllung der
Ubrigen Bedingungen des Satzes keine Null stellen existieren. Dies kann z.B. dann der
Fal sein, wenn de Funktion in dem Intervall einen , Sprung“ vom positiven in den
negativen Bereich oder umgekehrt madt (wie dwa ar der Stelle 0 der Funktion
g(x)=x71).

Es kann aber auch dann eine Nullstelle in einem Intervall vorhanden sein, wenn der
Nullstellensatz nicht erfullt ist und zwar dann, wenn der Graph der Funktion de x-
Achse a der Nullstell e nur beriibrt, wie @wa bei der Funktion g(x)= x> bei 0.

3 Verfahren der Nullstellenbestimmung

3.1 Bisalektion

(vgl. Anaysisll., S. 216f, Lernpaket Mathematik S. 92)
Der Beweis des Nullstellensatzes ist gleichzeitig ein Verfahren zur naherungsweisen

Bestimmung ener Nullstedle Es wird as Intervalhabierungss  oder
Biselektionsverfahren bezeichnet. Die Nullstelle befindet sich innerhab des zuletzt
konstruierten Intervall s der Intervall schachtelung. Je mehr Intervall e konstruiert werden,

desto genauer 1&sg sich ein Néherungswert fur x. angeben. Gesichert sind deenigen

Nadkommstellen des Naherungswertes, - d.h. dese sind karekt und dndern sich bei
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der Fortsetzung des Verfahrens nicht mehr - in denen urntere und olere Grenze des
zuletzt konstruierten Intervalls Ubereinstimmen (Wenn z.B. die ane Grenze 4,3457...
und de andere 4.3412..i4t, so ist 4,34 gesichert).

3.1.1 Triselektion
(vgl. Lernpaket Mathematik S. 92)
Das Verfahren der Biselektion lésd sich ein wenig beschleunigen, wenn man de

Intervalle nicht in zwei, sondern in drel Telle teilt, die aif Vorzeichenwedsel
untersucht werden. Nun muss alerdings auch pro Schritt ein Funktionswert mehr
berechnet werden. Auf Grund des erhdhten Rechenaufwandes eignet sich de prinzipiell
maogli che Zerlegung des Intervallsin mehr als drei Teille meist nicht.

3.1.2 Monte-Carlo-Methode
(vgl. Lernpaket Mathematik S. 93
Im Unterschied zur Biselektionwird bei diesem Verfahren der Wert m, jewells zuféli g

aus dem zuletzt betrachteten Intervall gewahlt. Je nach Art der Funktion (und dem
Zufall) erhdt man so bessere oder schledhtere Konvergenz, al erdings meist schledhtere.
Um bessre Konvergenz zu erreichen, sollte man prinzipiell andere Verfahren der
Null stell enbestimmung verwenden.

3.2 Allgemeines Iterationsverfahren

(vgl. Schréder-Uchtmann S. 284ff., Analysisil. S. 220,
Formelsammlung S. 33 Mittelwertsatz der Diff erentialrechnurg)

A Ein wesentlich anderes und auch
wesentlich schnelleres Verfahren ist
das dlgemeine Iterationsverfahren.
Um dieses anwenden zu kbnren, muss

man eine Gleichurg g(x)=0 auf die

Form f(x)=i(x) wobe i(x)=x ist
(%% bringen. Die x-Koordinaten der
Schnittpunke der Funktionen sind nun

Ein Beispiel fur eine konvergente Folge

i(x) =x die Losungsmenge der Funktion

> g(x)=0, ene solche Losung wird
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auch en Fixpunk von f genannt. Auf folgende Art kann man nun eine L&sung
naherungsweise bestimmen: Zuerst musseine Stelle x; in der Nahe des Schnittpunktes,

die man etwa aus einer Zeichnurg des Graphen der Funktion abgeschétzt hat, naiert
werden. Nun betrachtet man den Punkt (x,;x,) auf i(x). Der Punkt (x; f (x)) befindet

sich nun urer oder tber diesem auf der Funktion f(x). Es s nun x, = f(x,). Der
Punkt (x,;,) befindet sich wiederum auf i(x). Dieses Verfahren setzt man nunfort
mit x,, USw., es ergibt sich daraus die Iterationsvorschrift x ., = f(x, ).

Diese Folge konwvergiert entweder, ndhert sich also einem Fixpunk von f(x) und damit

auch einer Nullstell e von g(x) an, wenn | f'(x) <1 in der Nahe des Schrittpunktes, oder

divergiert, entfernt sich also von dr Nullstelle wenn |f'(x]>1 in der Néhe des
Schnittpunktes.
Dies ist aus folgendem Grund so: Innerhalb eines Intervals befindet sich eine

Nullstelle. Die Iterationsvorschrift lautet: x,,, = f(x,). Wenn a Fixpunk von f ist
gilt auch: x,,,-a=f(x,)-f(a) und dmit auch: |x., —a =|f(x,)-f(a). Der
Mittelwertsatz besagt: Ist f in [xl;xz] differenzierbar, dann gibt es innerhalb von
[x;%,] ene Stelle z (die dlgemein
nicht genau zu bestimmen ist) fur die
gl f(x,)-f(x)=f'(2)dx, - x).

Aus diesem Satz folgt also: |x,,, —a| =

|#(2)dx, -a) =|f'(z) Ox, - 4l.
Wenn ene Konstante k, O0<k<l1
existiert, die af dem gesamten
betradhteten Intervall, innerhalb dessen
sich de Nullstelle befindet, groler
oder gleich dem Betrag der Steigung

(i)
(i £ (%)

Ein Beispiel fur eine divergente Folge
1(X) = X6, 160)

von f ist (|f'(x) <k xO[a;b]), soist
diese Zahl natirlich auch gréRer as |f'(z) undes gilt somit: |x,,, —& <k|x, —a| fur

dlenON.

Mit dem Beweisverfahren der vollstdndigen Indukion kann man sogar beweisen, dass

gilt: |x,., —a/<k"|x, —al. Begonren wird mit n=1: |x, —a/< k(x —a. Somit gilt
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auch: kX, —a <k”0x —al, aso |x, —a <k, —al<k®[x —a. Zu beweisen ist
nun de Aussge fur n+1, aso |x,.,-a<k"™0x -a, und des geschieht
folgendermal3en: Als erstes erfolgt die Multiplikation der Ungleichung fir n=1 mit k:
kOx,,, —a<k"™

-al<kx,, —a <k"™ [x, —a und dmit ist die Aussage bewiesen.

X, —4a. Das Folgende ist demnach wahr:

|x

n+2

n+l

Wegen 0<k <1 ist k" eine Nullfolge, deshalb ebenfalls k" [k, —a| und|x,,, —a[. Der

Betrag der Differenz zwischen x , und a, also deren Abstand, geht demnach gegen

n+1

Null. Folglich ist der Grenzwert von x. ., = f(x, ) ein Fixpunk von f und somit eine

Lésung von g(x)=0.

3.3 Newton Verfahren

(vgl. Schréder-Uchtmann S. 289ff., Analysis|l. S. 220ff .,
Analysisll., S. 217f.)ssss

Die Folge k" geht um so schneller gegen Null, (d.h. de Konwvergenzgeschwindigkeit ist

umso holer), je ndher k an Null li egt, je geringer also de maximale Steigung von f
im Intervall [a;b] ist, in dem die Nullstelle sich befindet. Die Konstante k ist dann reh
bei Null, wenn der Anfangswert x, in nicht allzu grof®em Abstand von a gewahit
wurde und de Steigung von f(a) moglichst gering ist. Sehr gut wére dso, wenn
f'(a)=0 wére. Ein Iterationsverfahren, bei dem dies  ist, wird ein Verfahren zweiter
Ordnurg genannt. Das Newton-Verfahren ist ein solches. Es Il im Folgenden
hergeleitet werden.

Zu bestimmen ist die Nullstelle a der Funktion g, das x fir das gilt: g(x)=0. Die
Losung dieser Gleichung ist auch dann nah a, wenn de Gleichung mit einer Funktion
c(x) mit c(a)z0 multipliziert wird: c(x)Cg(x)=0. Die Gleichurg wird auf die
iterationsfahige Form gebracht: x = x — ¢(x)y(x). Die Ableitung der dazugehérigen
lterationsfunkiion  f it f'(x)=1-c'(x)m(x)-c(x)p'(x), fur a dso;
f'(a)=1-c'(a)m(a)-c(@)m'(a) und ch ga)=0: f'(a)=1-c(a)y'(a). Es wllte

f'(a)=0 sein, dso: 1-c(a)'(a)=0, aufgelost nach c: cfa ):— Also muss

a)
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Damit dieses Verfahren angewendet werden kann, missen nach einige Vorausstzungen

erflllt sein. Da sonst eventuell durch Null geteilt wiirde, muss g'(x)# 0 sein fir die
gesamte Argumentmenge fir x, also darf kein Wert, den g'(x) wahrend cer Iteration
annimmt, Null sein. Wenn g'(a)# 0 und g stetig an a ist, kann des durch die Wahl
eines nahe genug bei a liegenden Startwertes x, erreicht werden, da es dann eine
Umgebung von g'(a) gibt, in der g' ungleich Null ist. AuRerdem muss natiirlich f

differenzierbar sein, was nur dann der Fall ist, wenn g zweima differenzierbar ist

(wegen f'(x)=1- g.(x)z(_%())())z@..(x)). Damit f' stetig bei a ist, mussauch g' an
g'(x

dieser Stelle stetig sein.

Das Newton-Verfahren lasg sich auch
geometrisch herleiten. Um die Nullstelle ener
Funkiion g(x) in einem Intervall [a;b] zu
bestimmen, muss eine relle Zahl x, as
entweder a oder b bestimmt werden. Es wird
nun de Tangente im Punkt P,(x; f(x,))
bestimmt. Die Stelle des Schnittpunkies dieser

mit der x-Achse sei x,, sie liegt — wenn x;

nahe genug an der Nullstelle der Funktion
/ ., /x x,  gewshit wurde — in den meisten Fallen néher
an oder Nullstelle ds x,. Es wird nun de

Tangente im Punkt P, (x,; f (x,)) bestimmt, die Stell e des Schrittpunktes dieser mit der
x-Achse sei wiederum x,. Sowird nunmit x_, und P(x, ; f (x_)) fortgefahren.

Die Ableitung der Funktion g(x) ist g'(x). Mit der Punkt-Steigungsformel ergibt sich
die Gleichurg firr die Tangente: t(x)=g'(x){x - x,)+ g(x,). In deren Schrittpunkt

mit der x-Achse ist t(x,)=0 und dmit t(x,,)=0, dso st

0=g'(x,.,)x,., - x,)+g(x,), aufgelést nach x,,,: X, =X, — 3(();”)) Dies ist damit
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die Iterationsvorschrift. Sie ist identisch mit der aus dem algemenen

Iterationsverfahren hergeleiteten.

3.4 RegulaFalsi
(vgl. Das Sekantenverfahren - http://www.un-ulm.de/~s rschw3/facharb/5.htm,
Schilerduden Mathematik, Regula Falsi)

Oft ist die Ableitung einer Funktion nu schwer zu bestimmen oder gar nicht existent, so

dassdas Newton-Verfahren nu mit hohem Aufwand oder gar nicht anwendber ist. Ein
Verfahren, das in desem Fall eine Konvergenz bietet, die zwar meist schiedhter als die
des Newton-Verfahrens, aber meist besser als die des allgemeinen Iterationsverfahrens
ist, ist das Sekantenverfahren. Anders als beim Newton-Verfahren wird hier nicht die
Nullstelle der Tangente e@nes Punkies auf der Funktion bestimmt, sondern de der
~ Sekante von einem Punkt
[a,;f(a,)] und einem
Punk [b,; f(b,)]. Es snd
f(a,) und f(b,) von

a=a 5= — = verschiedenem Vorzeichen
% und a, <b,. Die gesuchte

Nullstelle befindet sich innerhalb von [a,;b,]. Den x-Wert des Schrittpunkis dieser

n

Sekante mit der x-Achse nimmt nun b, ,; an. Je geringer die Differenz zwischen a, und

n+1
b, ist, desto ahnlicher wird de Sekante der Tangente an a,, oder b,. Bel einer Variante

dieses Verfahrens, der Regula Falsi, wird zusétzlich Ubkerprift, ob der Funktionswert an
der Nullstelle der Sekante positiv oder negativ ist. Nun nmmt entweder a,,, oder b, ,

den x-Wert der Nullstelle an, je nachdem welche der beiden das gleiche Vorzeichen wie
die Null stell e der Sekante besitzt.

Zur Herleitung der Iterationsvorschrift des Verfahrens: Die Gleichung der Sekante von
[a;f(@) und [o;f(b)) it nach  der  Punk-Steigungsformel:

f(x):M(x— a)+ f(a). Fir ihren Schrittpunk mit der x-Achse egibt sich:

. Die lterationsvorschrift fir das Sekantenverfahren lautet somit:
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b :a—M (Hier ist a ohre Index geschrieben, da es sch ja nicht

" tb,)- ()

verandert). Die Iterationsvorschrift fir Regula Fals ist etwas komplexer:

X =%-%, sgr(g(a,))=sana(x, ) 0 a.; = X, b, =h,,

n

sgr(g(b, ) =sor(g(x, )0 b, =x,.a,, =a,.
Ein Beispiel zu desem Verfahren: Zu bestimmen ist die Nullstelle der Funktion

g(x)=sinx mit Hilfe der Regula Fals. Damit it x, = —oion [(b”__a”). Eine
sinb, —sina,

Nullstelle der Funktion liegt zwischen 2 und 4. Also ist a, =2 und b, =4. Der
Schrittpunkt der Tangente mit der x-Achseist x, =3,09152808. Da g(2)=0,909>0
ist a,=x4 und b,=b,. Der Schnittpunk der nadsten Tangente ist nun
X, =314787495. Fur die nadsten Tangenten ergibt sich: 3,141590358,

3,141592654, 3,14159265Mad funf Schritten sind also bereits mindestens neun
Nadkommastell en gesichert.

Die Regula Falsi hat gegenuber dem Sekantenverfahren den Vortel einer haufig
hoheren Konvergenzgeschwindigkeit. Aulierdem konwvergiert dieses Verfahren oft auch
bei Funktionen, bei denen das Sekantenverfahren nicht konvergiert; es ist namlich bei
dem Sekantenverfahren nicht gewahrleistet, dassdie Nullstelle von den Intervall grenzen
eingeschlossen Weibt, die Konwvergenz ist besonders dann zweifelhaft, wenn de
Anfangsintervallgrenzen urglinstig gewdahlt wurden. Ein Beispie zur Verdeutlichung
dieser Tatsache findet sich bei ,,6 Vergleich der Verfahren®.

Eine Anmerkung zu der Terminoogie: In der vorliegenden Arbeit wird das
Naherungsverfahren mit einem fixen und einem beweglichen Punkt as das
Sekantenverfahren bezeichnet, das mit zwel beweglichen Punkten as die Regula Falsi.
Dies geschieht entsprechend der angegebenen Literatur. Die Bezeichnurgen scheinen
leider nicht eindeutig zu sein, da in anderen Bichern bew. Internetseiten als den

benutzten de Verfahren z.T. anders bezei chnet wurden.

4 Vorgegebene Aufgaben

1.) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen
Die Funktionen wurden hier wiein den Ulrigen Tellen der Arbeit mit g bezeichnet, um

Verwedhslungen mit den Iterationsfunktionen f zu vermeiden
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a) g(x)=+x+

x* -1
Der Definitionsbereich deser Funktion ist R*\{l}. Aufgrund d&r Zeichnurg eines

Graphen ist zu vermuten, dass die
Funktion keine Nullstellen, sondern

,,,,,,,,,,,,,,, nur eine vertikale Asymptote bei 1

hat. Folgende Uberlegungen

bestdtigen des. Fir 0<x<1 st
1

x> -1

0<+/x<1und < —1. Damit ist

g(x)<0 in desem Bereich. Firr x>1

1

x? -1

sich also keine Nullstelle befinden, in der Definitionslticke 1 natirlich ebenfall s nicht.
Dies zeigt deutlich die Wichtigkeit der Forderung des Nullstell ensatzes, dass g(x) in

ist +/x >1 und >0 und a@mit g(x)>1. In den Intervallen [0] und JL;+oo] kann

[a;b] stetig sein soll, denn g(0)=-1 und g(15)=2.02, womit die ibrigen
Bedingungen des Nullstellensatzes
erfullt sind.

b) g(x)=arctanx ++/x

Der Definitionsbereich der Funktion

4 - | ist R". Die Skizze der Funkiion lasg

"""""""" | eneNulstele bei x,=0 vermuten,
rrrrrrrrrrrrrrr 4 -] was sch auch rechnerisch bestétigen

lasq¢:  arctarD++/0=0. Sowoh

arctanx as auch +/x sind im gesamten Definitionsbereich streng monaon steigend,
weshalb des auch far

g(x)=arctanx ++/x  zutrifft. Aus

diesem Grund kann de Funktion

keine weiteren Null stell en besitzen.

) g(x)=x*+Inx-3

,,,,,,,,,,,,,,,, Der Definitionsbereich der Funktion

it R'. Sie ist streng monaon
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steigend im gesamten Definiti onsbereich, dasowohl x* asauch In x dies $nd. Es kann
daher g(x) héchstens eine Nullstelle haben. Eine Skizze der Funktion l&sg eine
Nullstelleim Intervall [1;2] vermuten. Da g(1)=-2 und g(2)=16931 und de Funktion
stetig in diesem Intervall ist, muss nach dem Nullstellensatz in [];2] eine Nullstelle
vorhanden sein.

Um die Nullstelle nun genauer zu bestimmen, hietet sich das Newton-Verfahren an, da
die Funktion ohre grolen Aufwand dfferenziert werden kann. Der Konvergenzsatz fir
das Newton-Verfahren ist erfiillt: Esist g'(l)=2. Im gesamten Definitionsbereich ist
g'(x)=2x+Inx streng mondon steigend, a ist groRer as 1. Deshalb muss g'(a)
ungleich Null sein.

Die NewtonFolge fur diese Funktion muss nun gebildet werden. Die

2
_ X, +Inx, -3

Iterationsvorschrift ist x.,, = X
2x, +Inx,

. Die esten funf Glieder der Folge sind

n

(auf vier Stellen genau, gerundet): (2, 1.6392, 1.5912, 1.5921, 1.592Die Nullstelle
befindet sich also bei x, =~1,5921.
2) In welchem Punkt kommt der Graph der Logarithmusfunktion x - Inx dem

Ursprung des Koordinatensystems am nadisten?
Damit diese Aufgabe gelost

, werden kann, muss zuerst der
7 e Abstand eines Punkies P(x;In x)
o vom Ursprung des
1 | Koordinatensystems ~ an  einer
| /57777 beliebigen  Stele xim
1/ st Definitionsbereich der Funktion

(D=R")  bestimmt  werden.

]

Gesucht werden muss aso ene
Funktion, de jedem xOD den Abstand des Punktes auf der Funktion x - Inx an

dieser Stelle vom Koordinatenursprung zuordnet. Nach dem Satz des Pythagorasist dies

die Funktion a(x)=+/x? +(Inx)? . An der Stelle, an der diese Funktion ein Minimum
annimmt, befindet sich der gesuchte Punkt. Zur Bestimmung dieses Punktes mussdie

2
Ableitung der Funkiion kestimmt werden. Diese ist a'(x)= —— *INX_ Aus dem

/X% + (In x)?
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Graphen deser Funktion ist erkennber, dass diese Funktion eine Nullstelle zwischen
0,5 und 1 hat. Da die Ableitung von a' sehr kompliziert zu bestimmen wére, ist das

NewtonVerfahren fur diesen Fall ungedgnet. Eine smple Umstellung des allgemeinen
H x2+Inx, F
Bx x2 +(Inx,)? E
Naherung fur die Nullstelle soll daher mit der Regula Fals bestimmt werden. Die

Iterationsverfahrens nadh X, =X, —

n

konwergiert nicht. Eine

Formel far den Sekantenschnittpunkt ist:

H al+hna, _
o Eam/aﬁ(lnan)zabn )
) H b2 +Inb, H_H a+na, -
Hoy/b? +(Inb,) H Epm/afl+(lnan)zg

Es ergibt sich fir x4, bel einem Anfangsinterval von [0,5;1] der auf zehn Stellen

genaue Naherungswert 0,6529186404.Es ist In0,652918684=-0,426302B1. Der
gesuchte Punkt ist damit P(0,652918604;-0,4268275]). Der minimale Abstand

betrégt ,/0,6529186042 + (In0,652918404)° = 0,779767136.

5 Anwendung des Newton-Verfahrens: Wur zeln n-ten Grades

(Idee nach Schroder-Uchtmann S. 291 Iterationsverfahren zur Bestimmung der
Quadratwurzel)
Mit Hilfe des Newton-Verfahren kann man schnell Ndherungen fur die n-te Wurzel

einer Zahl a erhaten. Wenn x, diese Wurzel ist, so gilt: %/a = x,. Diese Gleichurg
wird nun paenziert: a=x;. Nun wird a subtrahiert: x; —a=0. Die positive
Nullstelle x, der Funktion g(x)=x" —a ist also deWurzel aus a. Deren Ableitung ist

x" —a

n-1 °

g'(x)=nx"". In de Newton-lterationsformel eingesetzt ergibt sich: f(x)=x -
nx

6 Vergleich der Verfahren

Im folgenden Abschnitt der Facharbeit werde ich anhand einer Tabelle die Konvergenz
der einzelnen beschriebenen Naherungsverfahren bei unterschiedlichen Funktionen
untersuchen. Aulerdem werde ich de Grinde fur die unterschiedliche Konvergenz
darstellen. Die Verfahren Triselektion undMonte-Carlo werden nicht untersucht, dasie
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wegen des erhbhten Redhen- und Prifaufwands bzw. wegen der unsicheren und
geringen Geschwindigkeit der Konvergenz nur selten sinnvdl einzusetzen sind. Das
Intervall halbierungsverfahren wurde hingegen aufgenommen, um dessen Langsamkeit
gegentiber den anderen Verfahren zu demonstrieren.

Bel einem Vergleich der Verfahren muss auch berticksichtigt werden, dass fur die
Iterationen selbst unterschiedlicher Aufwand ndwendig ist. Zwar hat das Newton
Verfahren meist eine bessere Konvergenz als das algemeine Iterationsverfahren oder
die Regula Falsi; jedoch mussauch berticksichtigt werden, dasszur Anwendurg dieses
Verfahrens zusétzlich nach de Ableitung bestimmt werden muss

Die Bestimmung der N&herungswerte wurde mit Hilfe a@nes Casio CFX-9850G
Taschenrechners vorgenommen. Dies geschah zum Teil mit der ,, PRGM*“-Funktion, d.h.
mit Hilfe von mir geschriebener Programme. Der mit Kommentaren versehene
Quelltext dieser befindet sich im Anhang. Der Taschenrechner verflgt zwar bereits im
Ausgangszustand Uker eine Funktion zur Reihenberechnury, jedoch eignete sich jene
fur die Berechnurg von Naherungswerten nach der Regula Falsi weniger, da bel dieser
Bedingungen zu Ukerprifen sind, was mit der Rekursionsfunktion des Taschenredhners
zwar nicht unmdglich aber sehr kompliziert ist. Aul}erdem lasg sich die Erstellung der
Rekursionsformeln fir die Regula Fas,, das Sekantenverfahren und ds
Intervall halbierungsverfahren mit der Programmfunkiion automatisieren (die
Iterationsformel des Newton-Verfahrens kann hingegen nicht automatisch bestimmt
werden; der Taschenrechner kann den Differentialqudienten nu ndherungsweise
bestimmen, was bel einem Vergleich der Konwvergenzgeschwindigkeiten zu urgenau
waére).

Aus diesen Griinden schien mir die Erstellung der Programme dso sinnvdl. Die dazu
verwendete ,, PRGM“-Funktion kann mach dem Einschalten des Gerdtes mit der Taste
»B" (log) aufgerufen werden. Dort kbnren nunProgramme estellt, verandert, gestartet,
usw. werden.

Durch Aufruf eines der Programme mit den Namen ,REGFALSI”, ,SEKVERF",
»INTERVAL® kann nun md der Eingabe der ausseren Grenzen eines Intervalls [a; b],

in dem sich de Null stell e befindet, bzw. nadh Eingabe @nes Startwerts x, die Nullstelle

der Funktion bestimmt werden, de in dem Menupunk ,GRAPH" (Taste ,5") unter
» Y 1“eingegeben wurde. Es muss zusétzlich nach de Anzahl der Nachkommstellen
angegeben werden, de nad der Iteration gesichert sein sollen. Das Programm nimmt
keinerlei Uberprifung vor, ob de Iterationsfolge tiberhaupt konvergiert oder ob der
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Null stellensatz erfillt ist. Konvergiert die Folge nicht, kann das Programm — falls es
nicht schon so mit einer Fehlermeldung beendet wird — durch das Dricken der
»AC/ON"-Taste beendet werden.

Als erstes will ich das Verhalten der einzelnen Verfahren anhand cer Nullstelle der

Funktion g(x)=sinx, die sich zwischen den Funkiionswerten 3 und 4 befindet,

untersuchen. Die Nullstelle soll auf 9 Stellen genau bestimmt werden (die korrekten

Stellen sind urterstrichen):

Biselektion | Allgemeines Newton-Verfahren Sekanten- Regula Fasi
J, = [3;4] Iterationsverfahren X, =4 verfahren a, =3
X =4 _ . _sinx, 3, =3 b, =4
X, = X +sin x Fa = X cosx. | b, =4 . _sinalb,-a)
., _snaf-a) =% sinb, -sina,
" sinb, —sina,
35 3,243197505 2,842178718 3,157162792 3,157162792
3,25 3,141767384 3,15087294 3,141546256 3,141546256
3,125 3,141592654 3,141592387 3,141592809 3,14192655
3,1875 3,141592654 3,14159%854 3,14159%853 3,14159268
3,15625 3,141592654 3,1415926%8 3,141592654
3,140625 3,141592654
3,1484375
3,141598A4
314159554
31 Schritte | 4 Schritte 5 Schritte 6 Schritte 5 Schritte

Die extrem schlechte Konvergenz der Biselektion féllt sofort auf: Zur Berechnurg der
Nullstelle aif neun Nachkommastellen mit Hilfe dieses Verfahrens werden 31 Schritte,
aso fast adit mal so viele wie bei dem all gemeinen Iterationsverfahren benctigt.

Esfallt weiterhin auf, dassdieses Verfahren in desem Fall sogar bessere Ergebnisse ds
das Newton-Verfahren liefert. Dies ist aus folgendem Grund so: Die Steigung der

Iterationsfunktion an der Stelle 4 ist fyumn'(4)=0,346 und dmit relativ

al lg emein

gering. Die Steigung der Newtontlterationsfunktion an der gleichen Stelle ist

=2
froe (8)=1- COS' 4+SIN"4_ 1340 der Betrag dieser dlso ceutlich hoter. Es
cos’ 4
nimmt f, ... an der Nullstelle, die bel 7T liegt, ebenso wie das Newton-Verfahren

den Wert 0 an (wegen 1+ cosmt=0). Damit ist hier das Allgemeine Iterationsverfahren
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(in deser Umformung) ebenfalls ein Iterationsverfahren zweiten Grades. Es konvergiert
in desem Fall schneller als das Newton-Verfahren, da der Betrag der Steigung bei x;
geringer ist. Auf¥erdem sind de e@nzelnen Iterationswerte aich leichter auszuredhnen.
Wichtig ist, dass die Umformung zu X, =x+sinx und ncht etwa nad
X, = X—sinx erfolgt. In desem Fall ware die Ableitung der Iterationsfunktion an der
Nullstelle namlich — 2. Dadurch devergierte zuerst die Iterationsfolge und konergierte
danach fir x, <7 gegen O, fur x, >7T gegen 21, dain desem Fall an den genannten
Stellen de Ableitung der Iterationsfunktion gleich Null wére.

Langsamer as das algemeine Verfahren und ds NewtonVerfahren sind des
Sekantenverfahren und de Regula Falsi. Beide Verfahren konwergieren, de Regula
Fas etwas shneller, jedoch nicht wesentlich.

Um die Unterschiede der Konvergenz dieser beiden Verfahren zu urtersuchen, soll die

Nullstelle der Funktion g(x)=x-cosx mit Hilfe beider Verfahren gesucht werden:

Die Startwerte seien a, =-2 und b, =2. Der Schnittpunk der Tangenten ist:

b, —a
Xq, =cCosa, — :
b, —a, +cosa, —cosb,

Durch de beiden Iterationsverfahren erhdlt man nachstehende Folgen:

Sekantenverfahren | ReguaFals Die Folge des Sekantenverfahrens konwergiert

-0,4161468365 -0,4161468365 offensichtlich nicht, jene der Regula Fas

7913302087 04419940988 hingegen schon. Den Grund \erdeutlicht die

-0,3570018374 | 0,6920425999 folgende Zeichnurg:

6,976354201 0,7328966561

-0,1751688835 | 0,7332976935

4,816868093 0.7339853845

07390725048 R B

9,376145035 | 0,7390835345

-0,4933171038 | 0,7390819308 o) el

9,376145035 0,7390%1076 8

04933171038 | 0.739084.3 Die zu findende Null stell e befindet sich richt mehr
im Intervall [az;bz]. Dadurch, dass die Steigung

der Sekante von (a; g(a)) und (b,; g(b,)) so gering ist, ist deren Null stell e weit von der
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eigentlich zu findenden entfernt. Der Schrittpunk der Sekante von (a;g(a)) und
(b,; g(b,)) mit der x-Achse ist nun wiederum relativ nahe an der Nullstelle, wodurch

jedoch der nadiste Schnittpunk wieder weit entfernt ist. Nadh einigen Schritten
wedseln sich jewell s Werte in der Néhe von 9,3761450354w. -0,493317103&b. Bei
der Regula Falsi hingegen ist die Konvergenz dadurch gesichert, dassdie Null stelle sich
immer innerhalb des zuletzt konstruierten Intervalls [a,;b,] befindet. Wenn untedingt

das Sekantenverfahren verwendet werden soll, so kann meist erreicht werden, dassdas
Sekantenverfahren bei einer Funktion, bei der es vorher nicht konvergierte, dies
denncch tut, wenn das Anfangsinterval ausreichend verkleinert wird. Bel der
vorgestellten Funktion kann man die Konvergenz etwa mit a=-1 und b =1 erreichen,
wobei dann alerdings immer noch eine sehr grof¥e Anzahl von Schritten gebraucht
wirde, um auf die selbe Genauigkeit wie die RegulaFalsi zu kommen.

Fur die Anwendurgsmoglichkeiten der einzelnen Verfahren komme ich aso zu
folgendem Schluss Ist die Ableitung einer Funktion bekannt, oder 1asg diese sich leicht
bestimmen, so sollte zur Bestimmung der Nullstellen einer Funktion das Newton
Verfahren angewandt werden, es s denn, es ist eéine Umformung des Allgemeinen
Iterationsverfahrens bekannt, die ebenfalls ein Verfahren zweiten Grades ist. Wenn de

Ableitung nicht bekannt ist, oder sich kein x, finden l&sg, das © nahe a der Nullstelle
liegt, dass die Folge bei den vaigen Methoden konwergiert, sollte die Regula Falsi

verwendet werden. Auch deses Verfahren ist noch relativ schnell. Das
Sekantenverfahren sollte agentlich nu angewandt werden, wenn der Prifaufwand fur
die Regula Falsi zu hach erscheinen sollte. Das Intervall halbierungsverfahren lasg sich
wegen der Langsamkeit der Konwvergenz nur fur die Berechnurg der Nullstellen auf

wenige Nachkommastell en einsetzen, es s den, es wird eine Rechenmaschine benutzt.
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7 _Anhang
7.1 Benutzte Literatur
1. August Schmidt, Wilhelm Schweizer
Analysis Zwei
Ernst Klett Schulbuchverlag GmbH
Stuttgart 1989
2. Schroder-Uchtmann
» Einfihrung in de Mathematik, Analysis’
Diesterweg Verlag 1973
3. Internet-Seite: http://www.un-ulm.de/~s rschw3/facharb/5.htm
4. Handbuwch zu , Lernpaket Mathematik , W infunktion
Jahreszahl nicht angegeben
5. Helmut Sieber, Leopdd Huber
Mathematische Formelsammlung fir Gymnasien
Ernst Klett Verlag GmbH
Stuttgart 1992
6. Prof. Dr. Harad Scheid
Schilerduden — Die Mathematik Il
Duden Verlag, Mannheim 1991

Alle Grafiken wurden mit den Programmen ,W infunktion Mathematik* und,, Corel
Draw 8" erstellt.
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7.2 Programme

Der Doppelte Querstrich “//” bezeichnet Kommentare. Diese werden — wie aich de
Bezeichnurg der Programmes (Fi lename:...) — nicht in den Taschenrechner

eingegeben.

Filename:INTERVAL

"A"?->Ad /I DieIntervallgrenzen des ersten Intervalls einlesen
"B"?-Bd

"G"?->Gd // Die Anzahl der zu berechnenden Nachkommstellen einlesen
Do« /I Eine Folge von Arbeitsschritten wiederholen

(A+B)+2-F 4« /I Mittelwert der Intervallgrenzen bestimmen

F-X< /I Funktionswert des Mittelwertes bestimmen

Y1-Cd

A-X< /I Funktionswert der linken Intervallgrenze bestimmen

Y1-Dd

B-X< // Funktionswert der rechten Intervallgrenze bestimmen

Y1-Ed

(C<0) And (D<0)=F-Ad // Nachfolgendes Intervall bestimmen
(C>0) And (D>0)=F-Ad

(C>0) And (E>0)=F-Bd

(C<0) And (E<0)=F-Bd

LpWhile Int ((A-B)x107G)=0 // Abbrechen, wenngeniigend Stellen sicher

Filename:SEKVERF

"A"?->Ad // Dielntervall grenzen des ersten Intervall s einlesen
"B"?-Bd

"G"?-Fd // Die Anzahl der zu berechnenden Nachkommstell en einlesen
A-Xd // Den Funktionswert der ersten Intervall grenze berechen

Y1-Cd

Dod /I Eine Folge von Arbeitsschritten wiederholen

B-X< // Berechnen der beweglichen Intervall grenze

Y1-Dd

B-E< // Alte Intervall grenze sichern

A-(C(B-A))+(D-C)-B4 // NeueIntervall grenze berechnen
LpWhile Int ((B-E)x107F)=0 // Abbrechen, wenngeniigend Stellen sicher

Filename:REGFALSI

"A"?->Ad // Dielntervall grenzen des ersten Intervall s einlesen
"B"7?->Bd

"G"?->Fd // Die Anzahl der zu berechnenden Nachkommastell en einlesen
Do« /I Eine Folge von Arbeitsschritten wiederholen
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X->Gd /I Letzten berechneten Naherungswert festhalten um feststell en zu kénren, wie
viele Nachkommastell en (vermutli ch) gesichert sind

A-X< /I Den Funktionswert der linken Intervall grenze berechnen
Y1-Cd

B-X< // Den Funktionswert der rechten Intervall grenze berechnen
Y1-Dd

A-(C(B—A))+(D-C)~>X4 // Schnittpunk der Tangente feststellen
Y1-Ed

(E<0) And (C<0)=X-Ad // Jenadc Vorzeichen linke oder rechte
(E>0) And (C>0)=X-Ad // Intervalgrenze &ndern

(E<0) And (D<0)=X-Bd

(E>0) And (D>0)=X-Bd

LeoWhile Int ((X-G)x10"F)=0 // Abbrechen, wenngeniigend Stellen sicher
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